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摘　要：为提高振动力学模型的精度，课题组对振动力学参数展开研究。基于经典系统力学模型通过在定义域内进行级
数展开，重构动力学模型；应用分部积分法及引入调制函数将微分问题转化为关于加速度的积分方程，以便于获取加速

度信息作为输入；采用最小二乘法估计刚度、阻尼值，应用雅克比正交级数来表示未知力，从而实现动力学模型全参数的

估计。通过估计值和真实值对比验证了课题组所提出的估计方法的准确性。该方法可实现未知参数下的动力学建模，

具有一定工程应用价值。
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　　应用力学模型进行系统的力学特性分析，是揭示

系统振动规律从而进行结构设计与改进的重要方法，

而获得精准的动力学模型参数是建模过程的关键技

术。为此，学者们针对动力学模型参数估计进行了相

关研究。孔令毅等［１］应用增广最小二乘法完成了动

力学模型参数的无偏估计。王茜等［２］联合全相位ＦＦＴ

和最小二乘法建立了电机叶片的振动参数估计模型。

吴超等［３］搭建了电磁轴承柔性转子系统实验平台，并

基于模态实现了动力学模型的参数辨识。高轩等［４］

采用分步辨识法建立系统力学蚕食辨识模型。魏青轩

等［５］将离散频谱校正和最小二乘联立，推导了以加速

度信息为输入的系统参数辨识模型。李新广等［６］结
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合了Ｆｏｕｒｉｅｒ级数方法和最小二乘法辨识出非线性动

力学模型中的刚度与阻尼。商兴莲等［７］利用多体系

统传递矩阵法识别出机床动力学参数值。

上述方法通过实验或理论方法进行了动力学参数

的估计，然而上述方法没有实现刚度、阻尼和力的全参

数估计，课题组基于调制函数法提出了一种具有通用

性的动力学参数辨识方法，通过该方法可实现动力学

全参数的估计。

１　动力学模型参数估计
振动分析过程经典力学将系统视为如图１所示的

力学模型。

图１　动力学系统模型

Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｄｙｎａｍｉｃｓｙｓｔｅｍｍｏｄｅｌ

上述动力学模型可描述为［８１０］：

ｍ̈ｘ＋ｃｘ＋ｋｘ＝ｆ。 （１）

式中：ｍ为质量，ｃ为阻尼，ｋ为刚度系数，ｆ为作用力。

由于加速度传感器便于布置，且其为相对式仪器，

基于加速度信息估计动力学模型参数，则有：

ｍ̈ｘ（ｔ）＋ｃｘ（ｔ）＋ｋｘ（ｔ）＝ｆ（ｔ）；

ｙ（ｔ）＝̈ｘ（ｔ }）。
（２）

设Ｔ＜ｔ，ｇｉ为区间［ｔ－Ｔ，ｔ］上的二阶调制函数。

ｉ＝１，…，Ｎ。目前采用的调制函数形式主要有：三角调

制函数、Ｈｅｒｍｉｔｅ调制函数、样条调制函数和 Ｈａｒｔｌｅｙ调

制函数等。由于本研究动力学模型为线性模型，因此

选择形式为ｇ（ｔ）＝（ｂ－ｔ）ｍｔｎ的多项式调制函数。当

［ｔ－Ｔ，ｔ］Ｒ，ｌ∈Ｎ，ｇｉ为定义在区间［ｔ－Ｔ，ｔ］上的

调制函数，满足：

（Ｐ１）∶ｇ∈Ｃ
ｌ（［ｔ－Ｔ，ｔ］）；

（Ｐ２）∶ｇ
（ｋ）（ｔ－Ｔ）＝０；

（Ｐ３）∶ｇ
（ｋ）（ｔ）＝０。

式中：ｔ为时间，Ｔ为任意小于时间ｔ的常量。

１．１　刚度和阻尼参数估计

将ｆ在定义域内进行级数展开，τ∈［ｔ－Ｔ，ｔ］，

ｆ（τ）＝∑
＋∞

ｊ＝０
ρｊｐｊ（τ），然后进行ｎ阶截断，可以得到：

ｆｎ（τ）∶＝∑
ｎ

ｊ＝０
ρｊｐｊ（τ）。 （３）

式中：τ为在定义域内的参数，ｐｊ为幂函数，ρｊ为对应阶

次的常数。

然后将模型近似如下：

ｍ̈ｘ（τ）＋ｃｘ（τ）＋ｋｘ（τ）≈ｆｎ（τ）。 （４）

对于ｉ＝１，…，Ｎ，在式（１）两边同时乘以 ｇ̈ｉ，并从

ｔ－Ｔ到ｔ积分，可得：

ｍ∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ｇ̈ｉ（τ）̈ｘ（τ）ｄτ＋ｃ∫

ｔ

ｔ－Ｔ
ｇ̈ｉ（τ）ｘ（τ）ｄτ＋

ｋ∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ｇ̈ｉ（τ）ｘ（τ）ｄτ＝∫

ｔ

ｔ－Ｔ
ｇ̈ｉ（τ）ｆ（τ）ｄτ。 （５）

在式（５）中使用分部积分可得到：

∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ｇ̈ｉ（τ）ｘ（τ）ｄτ＝［ｇｉ（τ）ｘ（τ）］τ

＝ｔ
τ＝ｔ－Ｔ－

∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ｇｉ（τ）̈ｘ（τ）ｄτ。 （６）

∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ｇ̈ｉ（τ）ｘ（τ）ｄτ＝［ｇｉ（τ）ｘ（τ）］τ

＝ｔ
τ＝ｔ－Ｔ－

［ｇｉ（τ）ｘ（τ）］τ
＝ｔ
τ＝ｔ－Ｔ＋∫

ｔ

ｔ－Ｔ
ｇｉ（τ）̈ｘ（τ）ｄτ。 （７）

根据调制函数ｇｉ的性质，其未知边界值可以被消

除，因此，对于ｉ＝１，…，Ｎ，可以得到：

ｍ∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ｇ̈ｉ（τ）̈ｘ（τ）ｄτ－ｃ∫

ｔ

ｔ－Ｔ
ｇｉ（τ）̈ｘ（τ）ｄτ＋

ｋ∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ｇｉ（τ）̈ｘ（τ）ｄτ＝∫

ｔ

ｔ－Ｔ
ｇ̈ｉ（τ）ｆ（τ）ｄτ。 （８）

其中：

Ａλ＝ｂ。 （９）

式中 ｂ为常向量。λ＝（ｃ，ｋ）Ｔ，Ａ∈ ＲＮ×２和 ｂ∈ ＲＮ

如下：

Ａ（ｉ，１）＝－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ｇｉ（τ）̈ｘ（τ）ｄτ；

Ａ（ｉ，２）＝－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ｇｉ（τ）̈ｘ（τ）ｄτ；

ｂ（ｉ）＝－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ｇ̈ｉ（τ）（ｆ（τ）－ｘ̈（τ））ｄτ。

式中ｉ＝１，…，Ｎ。

·５２·　［研究·设计］ 　 　 陈宇宁，等：基于调制函数的振动力学模型全参数估计 　 　 　　　　　　　



式（９）可以用最小二乘法求解，得：

λ＝（ＡＴＡ）－１ＡＴｂ。 （１０）

１．２　参数力ｆ的估计

为了估计参数力ｆ，课题组考虑雅克比正交基，定

义在［０，１］上的雅克比正交多项式如下：

Ｐ（μ，κ）ｎ （τ）＝∑
ｎ

ｊ＝０

ｎ＋μ( )ｊ

ｎ＋κ( )ｎ－ｊ
（τ－１）ｎ－ｊτｊ。

（１１）

式中μ，κ∈［－１，＋∞］。

令函数ｆ和ｇ是属于Ｃ（［０，１］）的函数，然后是标

量积〈·，·〉μ，κ函数的定义如下：

〈ｆ（·），ｇ（·）〉μ，κ ＝∫
１

０
ωμ，κ（τ）ｆ（τ）ｇ（τ）ｄτ。（１２）

式中ωμ，κ（τ）＝（１－τ）
μτκ是相关的权重函数，因此可

以获得：

‖Ｐ（μ，κ）ｎ ‖２
μ，κ ＝

Γ（μ＋ｎ＋１）Γ（κ＋ｎ＋１）
Γ（μ＋κ＋ｎ＋１）Γ（ｎ＋１）Γ（２ｎ＋μ＋κ＋１）

。（１３）

如果ｆ∈Ｃ（［ｔ－Ｔ，ｔ］），其可以用下面的雅克比正

交级数来表示：

ｆ（ｔ－Ｔτ）＝∑
＋∞

ｊ＝０

〈Ｐ（μ，κ）ｊ （·），ｆ（ｔ－Ｔ·）〉μ，κ
‖Ｐ（μ，κ）ｊ ‖２

μ，κ

Ｐ（μ，κ）ｊ （τ）。

（１４）

２　模型验证
为了验证上述模型的准确性，课题组应用

ＭＡＴＬＡＢ编制了式（１）动力学方程的计算程序，通过代

入已知作用力，已知动力学模型参数刚度 ｋ、阻尼 ｃ和

作用力参数ｆ，计算出在此作用力 ｆ下的位移、速度和

加速度：

ｆ＝Ｆ０ｓｉｎωｔ。 （１５）

式中Ｆ０为常力。

系统动力学模型中部分参数如表１所示。

表１　力学模型参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｅｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

质量／ｋｇ
刚度×１０７／

（Ｎ·ｍ－１）

阻尼×１０４／

（Ｎ·ｍ－１·ｓ－１）
作用力ｆ／ｋＮ

４７８０ ３．８ ４．５ １５

　　通过计算可获得模型的位移、速度和加速度信息，

而课题组提出的估计模型是以加速度信息作为输入

的，因为在布置传感器的过程中，加速度传感器更容易

完成装配，计算出的加速度信息如图２所示。

图２　加速度真实值

Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｔｒｕｅｖａｌｕｅｏｆａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ

在已知加速度的前提下，将模型真实参数刚度 ｋ、

阻尼ｃ和作用力参数 ｆ作为未知参数，应用式（２）～

（１３）估计得到刚度 ｋ、阻尼 ｃ和作用力参数 ｆ，再将估

计值与真实值进行对比，从而验证参数辨识模型的正

确性，具体验证过程如图３所示。

图３　估计方法验证流程

Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｖａｌｉｄａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓ

按照图３的流程通过仿真估计出参数：ｋ＝３．８５×

１０７Ｎ·ｍ－１；ｃ＝４．５９×１０４Ｎ·ｓ·ｍ－１；ｆ＝１４７５０ｓｉｎωｔ。

仿真估算得到 ｋ，ｃ，ｆ，与表１中的真实值对比，误差分

别是１３％，２．０％和１．７％。

为了进一步直观地对比课题组提出估计模型的准

确性，课题组将估计出的参数代入式（１）中重新计算

出系统速度和位移的估计值，图４所示为速度的真实

值与估计值对比结果。

图５所示为位移的真实值与估计值对比结果。

通过对比可知：在应用估计出的参数进行动力分

析的估计值与真实值重合度较高，其趋势重叠且振动

幅值误差较低，因此证明课题组提出估计模型具有较

高的精度。
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图４　速度的真实值与估计值对比
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图５　位移的真实值与估计值对比
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４　结论
课题组以便于获得的加速度信息为输入数据，基

于传统动力学模型通过调制函数法建立了振动力学系

统的全参数的估计模型，所提出的方法将微分问题转

换为积分问题，大大降低了求解的误差，通过估计值和

真实值得对比，其综合平均误差为１．６７％，通过课题

组提出的估计模型，可实现振动力学参数无法测量前

提下的系统建模，从而开展相关的力学状态分析。
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