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多拉格朗日乘子情形下影子价格的判别和计算
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摘要：非线性优化模型中经常出现多重 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子现象，导致决策者错误地计算资源的影
子价格．本文针对该问题指出最小欧几里得范数的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子是影子价格．同时，还提出了
一个无约束优化模型用以求解最小欧几里得范数Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子，该无约束优化模型可以通过
经典的非光滑优化算法求解．最后，本文提出一个基于次梯度的算法求解影子价格，该算法是
次线性收敛的，且计算时间与约束条件的个数及自变量的个数线性相关．
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０　引　言

近年来，随着环境问题和资源分配问题越来

越受到学界的关注，影子价格在能源经济
［１，２］
和

资源分配等领域
［３，４］
得到了很广泛的应用．比如

经济学中边际的概念，可以更准确的描述为数学

规划测度的影子价格问题．要实现资源优化配置，
就要用影子价格作为激励机制

［５］．影子价格指的
是资源在被最优利用的状态下，增加一单位该资

源所能获得的超额剩余价值
［６］．计算影子价格的

模型很多，包括：数据包络分析模型
［４，７］，社会福

利最大化模型
［８，９］
等．在约束优化领域当我们使

用优化模型对经济系统建模时，影子价格常与

Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子联系在一起，即价值函数对于每种
资源供给的敏感性系数．在 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子存在且
唯一的情况下，影子价格可以通过计算 Ｌａｇｒａｎｇｅ
乘子而获得；但是当 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子存在但不唯一
时，影子价格往往无法轻易求出，因为并不是所有

的Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子都可以被用来作为影子价格．因
此，在多重 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子的情形下，如何正确计

算影子价格是一个值得研究的问题．
Ｋｏｏｐｍａｎｓ将影子价格定义为在完全有效资

源配置条件下，某种资源的供给水平对经济系统

整体效用的最优水平的贡献
［１０］．因此影子价格在

早期又被称为“目标导向价值”．张守一和刘树成
将影子价格定义为高效能的稀缺资源在最优利用

的条件下，其每单位所能获得的超额剩余价

值
［１１］．范里安［１２］

和阿西莫格鲁
［１３］
认为影子价格

是指商品或生产要素可用量的任一边际变化对国

民收入增长的贡献．综合学者们给出的定义，本文
认为影子价格可以理解为反映社会经济处于某种

最优状态下的资源稀缺程度和对最终产品的需求

情况的度量．
在约束优化领域，Ｋａｎｔｏｒｏｖｉｃｈ最早说明了

Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子是影子价格，这为影子价格的计算
提供了方便，使得影子价格得以广泛应用

［６，１４］．在
经济学领域，也提到影子价格恰好是线性规划里

的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子［５］．但是，该论断仅当 Ｌａｇｒａｎｇｅ
乘子唯一时才正确．当 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子不唯一的时
候，并不是所有的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子都是影子价格．

① 收稿日期：２０１８－０８－１９；修订日期：２０２０－０２－１４．
基金项目：国家自然科学基金资助项目（７１６０１１１７；７２０７１１３０）；上海市软科学项目（１９６９２１０４６００）；教育部人文社科资助项目

（１７ＹＪＣ６３００９４）．
通讯作者：高　岩（１９６２—），男，黑龙江五常人，教授，博士生导师．Ｅｍａｉｌ：ｇａｏｙａｎ＠ｕｓｓｔ．ｅｄｕ．ｃｎ



对于线性规划模型，多重 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子情形
下的影子价格识别和计算问题已经得到了充分的

研究．Ｊａｎｓｅｎ等［１５］
指出：当 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子不唯一

时，利用现成的商业优化软件（比如：Ｃｐｌｅｘ，Ｏｓｌ
等）计算影子价格都会出现偏误，这样求出的影

子价格会造成投资决策的失误．Ｚｈａｎｇ等［１６］
在电

力产品定价建模时注意到了类似的问题，他们提

出了一个解决线性规划模型下Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子不唯一
的策略．Ａｕｃａｍｐ和Ｓｔｅｉｎｂｅｒｇ［１７］以及Ａｋｇｕｌ［１８］指出，
在线性规划问题中，当 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子不唯一时，
有两类乘子具有影子价格的特性，它们分别对应

经济学中的“买入价格”和“卖出价格”，即：生产

资料在被最优利用的状态下，生产者所愿为买入

一单位生产资料而支付的最高价格和卖出一单位

生产资料而接受的最低价格．同时他们还给出了
一种改进的单纯形法用以求出“买入价格”和“卖

出价格”．Ｃｈａｍｂｅｒｓ和 Ｆａｒｅ［１９］指出在数据包络分
析模型中也存在着多重 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子问题．刘舒
燕
［２０］
指出线性规划模型存在多重 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子

的主要原因是最优解退化．马赞甫［２１］
认为：在线

性规划下影子价格的非唯一性反映了影子价格不

同定义方式的不协调性，包括：影子价格与会计价

格之间的差异，机会成本与边际收益之间的不一

致等．同时马赞甫还指出“买入价格”和“卖出价
格”均是单一资源的影子价格，它并不能指导多

种资源的优化配置，实际应用中组合影子价格更

为实用．
然而，经济活动中有很多重要的关系实际上

呈现了非线性特征，例如，需求函数和收入分配制

度
［５］．因此，在经济管理领域，非线性规划模型应

用更为广泛．在非线性规划模型中，由于保证 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ乘子存在且唯一的条件过于苛刻，因此经
常出现 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子不唯一的情形［２２］．比如在多
资源（火电、水电、风电）约束的条件下智能电网

定价模型中，各种资源约束对应的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子
不唯一，对影子价格的识别和计算造成困难

［２３］．
据本文所知，对于非线性优化模型，目前并没有学

者研究影子价格的识别和计算问题．因此本文将
在非线性优化模型的框架下研究影子价格的性

质，给出识别影子价格的充分条件，并基于此设计

计算影子价格的算法．

１　符号说明

若无特殊说明，本文所用的向量范数均指欧

几里得范数，ＲＲｎ表示ｎ维欧氏空间；｛ｘｋ｝，ｘｋ→ｘ

表示点列 ｛ｘｋ｝的极限是点 ｘ；ｇ
＋＝ｍａｘ｛０，ｇ｝；

对于不等式约束ｇｊ（ｘ）≤０，用Ａ（ｘ）表示在ｘ

点起作用的这些不等式约束的集合，即Ａ（ｘ）＝

｛ｊ｜ｇｊ（ｘ）＝０｝；!表示梯度算子；对于函数

ｆ（ｘ）和定义域内的某点 ｘ ，ｆ（ｘ）代表 ｆ（ｘ）在
点ｘ点处的次梯度，ｆ′（ｘ；ｄ）表示函数 ｆ（ｘ）在 ｘ
点处沿方向ｄ的方向导数．

２　影子价格的识别

在本节中讨论影子价格的定义、特征与识别

问题．首先，给出一个非线性规划下的多重 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ乘子的例子，并利用函数一阶导数性质来
刻画影子价格；其次，引入 Ｂｅｒｔｓｅｋａｓ等［２４］

提出的

信息 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子的概念，并证明信息 Ｌａｇｒａｎｇｅ
乘子是影子价格；最后，利用信息 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子
的性质给出识别影子价格的方法．
２．１　Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子与影子价格

根据微观经济学理论，一般的经济系统可以

由一个非线性优化模型来刻画

ｍａｘｆ（ｘ）
ｓ．ｔ．ｈｉ（ｘ）＝０，ｉ＝１，．．．，ｍ，

ｇｊ（ｘ）≤０，ｊ＝１，．．．，ｒ
（１）

其中ｆ（ｘ），ｈｉ（ｘ），ｇｊ（ｘ），ｉ＝１，．．．，ｍ，ｊ＝１，．．．，ｒ

为定义在ＲＲｎ上的连续可微函数，ｘ∈ＲＲｎ为决策变
量．目标函数ｆ（ｘ）指的是价值函数，一般用利润
函数来表示，ｈｉ（ｘ），ｇｊ（ｘ），ｉ＝１，．．．，ｍ，ｊ＝
１，．．．，ｒ代表了各种资源约束．该非线性规划模
型的经济意义为：在有限资源约束的条件下，采用

何种策略能让当前决策者所获的价值最大．由于
在非线性优化模型中影子价格与 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子
之间具有很强的联系，因此这里先给出 Ｌａｇｒａｎｇｅ
乘子的定义．
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定义１　对于优化模型（１），设 ｘ 为其一个
局部极小值点，若存在（λ，μ）∈ＲＲｍ＋ｒ满足

!

ｆ（ｘ）－∑
ｍ

ｉ＝１
λｉ!ｈｉ（ｘ）－∑

ｒ

ｉ＝１
μｊ!ｇｊ（ｘ）＝０，

μ ≥０，μｊ ＝０，ｊ∈Ａ（ｘ）

则 （λ，μ）称为模型（１）在ｘ 点处的Ｌａｇｒａｎｇｅ
乘子．

需要注意的是 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子不可以通过求
解对偶规划来直接获得．因为对偶规划的最优解
是几何乘子②，而在一般情形下 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子并
不等价于几何乘子．根据最优化理论，当模型（１）
的Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子存在且唯一时，影子价格存在且
即为 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子．但是当模型（１）的 Ｌａｇｒａｎｇｅ
乘子不唯一的时候，Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子与影子价格之
间具有什么样的联系呢？在讨论这个问题之前，

首先讨论在非线性优化模型中影子价格的含义．
由于等式约束可以转化为两个不等式约束，因此

在模型（１）中仅考虑不等式约束．
对于模型（１），当某种资源的供给水平提升

时，经济系统价值会得到提升，本文把经济系统价

值提升量δｆ与该种资源供给水平微小的提升量
δｉ比值的极限值

ｌｉｍ
δｉ→０＋

δｆ
δｉ

称为该种资源的影子价格。假设模型（１）的最优
解为ｘ。从目标函数和资源供给函数的一阶导数
性质来看，若资源ｉ的影子价格大于零，则意味着
存在某个单位方向 ｄ，使得资源 ｉ的供给水平在
这个方向上有正的增量 !

ｇｉ（ｘ）
Ｔｄ，同时价值函

数在这个方向上也有正的增量 !

ｆ（ｘ）Ｔｄ；若资源
ｉ的影子价格等于零，则意味着任一导致价值函数
上升的方向ｄ均不会使资源 ｉ的供给水平上升．
因此，设当前对应影子价格为正的资源指标集合为

Ｉ，对应影子价格为零的资源指标集合为ＩＣ，那么一
定可以找到一个方向ｄ，使得 !

ｇｉ（ｘ）
Ｔｄ≥０，ｉ∈

Ｉ，
!

ｇｉ（ｘ）
Ｔｄ≤０，ｉ∈ＩＣ，且 !

ｆ（ｘ）Ｔｄ≥０．从
几何上看，在最优解 ｘ处可以找到一个超平面分
离集合｛!ｇｉ（ｘ），ｉ∈Ｉ，!ｆ（ｘ）｝与集合｛!ｇｉ（ｘ），

ｉ∈ ＩＣ｝．由于 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子唯一时具有上述性
质，所以它可以作为影子价格．但当 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘
子不唯一的时候，并不是所有的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子都
具有上述性质．

本文首先举一个非线性优化模型下多重 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ乘子的例子，在这个例子中会发现，只有一
个乘子起到影子价格的作用．

ｍａｘｘ２１＋ｘ
２
２

ｓ．ｔ．ｘ１＋ｘ２≤１，ｘ１≥１，ｘ２≥０
（２）

显然该问题仅有唯一可行解 ｘ ＝（１，０），当然
它也是全局最优解。根据定义 １，若 （λ１，λ２，

λ３）为 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子，则应满足

λ１ －λ２ ＝２，λ１ －λ３ ＝０，

λ１ ≥０，λ２ ≥０，λ３ ≥０

集合Ｍ＝｛（ｋ＋２，ｋ，ｋ＋２）｜ｋ≥０｝中的任
意元素都是该问题的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子，因此该非线
性优化问题的Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子不唯一．并非Ｍ中所
有元素都是影子价格．分两种情况来讨论：

情形１　ｋ＞０．此时所有约束对应的 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ乘子都大于０；

情形２　ｋ＝０．此时Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子为（２，０，
２）．将该例中的信息绘制在图１中．

图１　Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子不唯一时影子价格分析

Ｆｉｇ．１ＡｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｈａｄｏｗｐｒｉｃｅｓｗｉｔｈｍｕｌｔｉｐｌｅＬａｇｒａｎｇｅｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ

如图１所示，虚线绘制的是函数ｆ（ｘ）＝ｘ２１＋
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② 几何乘子的定义可以参阅文献［２２］．



ｘ２２等值线，位于横轴（１，０）位置的点是上述问题
的全局最优解 ｘ ，!ｆ（ｘ）表示目标函数 ｆ（ｘ）
的梯度方向，ａ１，ａ２，ａ３三个向量分别是不等式约
束ｘ１＋ｘ２≤１，ｘ１≥１和ｘ２≥０对应的法方向．对
于情形１，由于 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子的三个分量都大于
０，如果它具有影子价格的意义，则存在单位方向
ｄ，使得ｄ与 !

ｆ（ｘ），ａ１，ａ２，ａ３都处于某个以 ｄ
为法向的半空间内。显然这样的 ｄ是不存在的．
因此情形１中的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子不能代表影子价
格．同理对于情形２，即：Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子为 （２，０，
２）．若该乘子能代表影子价格，那么一定可以在
图１中找到一个方向ｄ，使得ｄ与 !

ｆ（ｘ），ａ１，ａ３
都处于某个半空间内，而 ａ２位于另一个对应的另
一个半空间内．显然这样的 ｄ是可以找到的，如图
１中所示．因此 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子 （２，０，２）可以作为
影子价格．通过这个算例可知，对于一般非线性优
化模型，经常会碰到Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子不唯一的情形．
当乘子不唯一时，并不是所有的乘子都可以作为

影子价格，而只有满足一定性质的乘子才具有影

子价格的含义．同时注意到，乘子（２，０，２）是上述
乘子集合Ｍ中欧几里得范数最小的，后文将说明
最小欧几里得范数乘子是影子价格．

综合上述分析，本文可以得出非线性优化模型

下，经济系统中各种资源的影子价格可以定义如下：

定义２　设 ｘ 为优化模型（１）的局部最优
解，在 ｘ 点处起作用的不等式约束的指标集为
Ａ（ｘ），（λ，μ）为其对应的某个 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘

子，Ｉ＋＝｛ｉ｜λｉ ＞０｝，Ｉ－＝｛ｉ｜λｉ ＜０｝，Ｊ＝
｛ｊ｜μｊ ＞０｝．若存在一个单位方向ｄ，使得

ｉ∈Ｉ＋，!ｈｉ（ｘ）
Ｔｄ≥０，

ｉ∈Ｉ－，!ｈｉ（ｘ）
Ｔｄ≤０，

ｊ∈Ｊ，!ｇｊ（ｘ）
Ｔｄ≥０，

!

ｆ（ｘ）Ｔｄ≥０
并且

ｉＩ＋∪Ｉ－，!ｈｉ（ｘ）
Ｔｄ＝０，

ｊ∈Ａ（ｘ）／Ｊ，!ｇｊ（ｘ）
Ｔｄ≤０

则（λ，μ）是模型（１）的影子价格
２．２　信息 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子与影子价格

在本节引入 Ｂｅｒｔｓｅｋａｓ等［２４］
提出的信息 Ｌａ

ｇｒａｎｇｅ乘子的概念，并证明信息 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子就
是影子价格．信息 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子由 Ｂｅｒｔｓｅｋａｓ等人
在“强ＦｒｉｔｚＪｏｈｎ条件”基础上提出的，因此本文
先引入“强ＦｒｉｔｚＪｏｈｎ条件”．

引理１　（“强 ＦｒｉｔｚＪｏｈｎ条件”）假设 ｘ 为
模型（１）的一个局部最优解，ｆ，ｇ，ｈ一阶连续可
微，则存在（λｉ，μｊ），ｉ＝１，．．．，ｍ，ｊ＝０，．．．，
ｒ满足：

（１）μ０ !

ｆ（ｘ）－∑
ｍ

ｉ＝１
λｉ !

ｈｉ（ｘ）－∑
ｒ

ｊ＝１
μｊ !

×

　　ｇｊ（ｘ）＝０

（２）μｊ ≥０，ｊ＝０，．．．，ｒ

（３）（λ，μ）不全为０
（４）若Ｉ＋∪Ｉ－∪Ｊ≠φ，则存在点列｛ｘｋ｝满足

ｘｋ→ｘ ，使得如下关系成立

ｆ（ｘｋ）＞ｆ（ｘ），

λｉｈｉ（ｘｋ）＞０，ｉ∈Ｉ
＋∪Ｉ－，

μｊｇｊ（ｘｋ）＞０，ｊ∈Ｊ，

ｈｉ（ｘｋ） ＝ｏ（ω（ｘｋ）），ｉＩ
＋∪Ｉ－，

ｇ＋ｊ（ｘｋ）＝ｏ（ω（ｘｋ）），ｊＪ，

ω（ｘｋ）＝ｍｉｎ｛ｍｉｎ
ｉ∈Ｉ＋∪Ｉ－

ｈｉ（ｘｋ），ｍｉｎｊ∈Ｊ ｇｊ（ｘｋ）｝

“强ＦｒｉｔｚＪｏｈｎ条件”的证明可参见 Ｂｅｒｔｓｅｋａｓ［２２］．
这里指出几点关于“强 ＦｒｉｔｚＪｏｈｎ条件”需要注意
的地方．
１）“强ＦｒｉｔｚＪｏｈｎ条件”中的第（４）条被称为

“约束违背条件”，它也是“强 ＦｒｉｔｚＪｏｈｎ条件”唯
一区别与经典 ＦｒｉｔｚＪｏｈｎ条件的地方．对于 Ｆｒｉｔｚ
Ｊｏｈｎ条件，除了满足上述条件（１）至条件（３）之
外，还满足互补松弛条件，即μｊｇｊ（ｘ）＝０，ｊ＝
１，．．．，ｒ．实际上“约束违背条件”可以推出“互补
松弛条件”．假若“互补松弛条件”不成立，即：存
在某个ｊ∈Ｊ使得ｇｊ（ｘ）＜０．那么由函数ｇｊ的

连续性以及 ｘｋ→ ｘ 可知：对于充分大的 ｋ，有

ｇｊ（ｘｋ）＜０．因此μｊｇｊ（ｘｋ）＜０，这与“约束违背
条件”相矛盾．因此，“互补松弛条件”成立．
２）“强ＦｒｉｔｚＪｏｈｎ条件”无法保证μ０＞０，因此

引理１中的乘子并不是 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子．然而本文
只需要添加一些额外的条件（即约束品性

［２４］），
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便可以保证 μ０ ＞０，那么此时“强 ＦｒｉｔｚＪｏｈｎ条

件”中的乘子即为 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子．基于此Ｂｅｒｔｓｅｋ
ａｓ［２２］，提出了信息 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子的概念．

定义３　（信息 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子）对于非线性优
化模型（１），假设ｘ 为其局部最优解，（λ，μ）
为其对应的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子，又若 （λ，μ）满足
“强ＦｒｉｔｚＪｏｈｎ条件”中的“约束违背条件”，那么
该 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子被称为是信息 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子．
Ｂｅｒｔｓｅｋａｓ等［２４］

已经刻画了信息 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子的
性质和判别方法．如果能证明信息 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子
是影子价格，那么信息 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子的性质和判
别方法便可以用来识别影子价格．因此通过如下
定理证明信息 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子是影子价格．

定理１　信息 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子是影子价格．
证明　令

ｄｋ ＝
ｘｋ－ｘ

‖ｘｋ－ｘ‖
，

θｋ ＝‖ｘｋ－ｘ‖ ＞０

显然ｄｋ是单位向量，因此有收敛的子列．再由点

列ｘｋ→ｘ可知θｋ收敛到零．为了方便起见，不妨
假设当ｋ→∞时，有ｄｋ→ｄ，θｋ→０．

首先证明对于任意的ｊ∈Ｊ，必有!

ｇｊ（ｘ）
Ｔｄ≥

０．假设存在某个ｊ∈Ｊ使得η＝!

ｇｊ（ｘ）
Ｔｄ＜０，

那么由ｄｋ→ｄ可知：对于任意的ε＞０，一定存在
一个正整数 Ｋ使得对于任意的 ｋ＞Ｋ，有 !

ｇｊ
（ｘ）Ｔｄｋ＜η＋ε．由于ｘｋ＝ｘ ＋θｋｄｋ，因此可以
得出

ｇｊ（ｘｋ）＝ｇｊ（ｘ ＋θｋｄｋ），

＝ｇｊ（ｘ）＋θｋ!ｇｊ（ｘ）
Ｔｄｋ＋ｏ（θｋ），

＝θｋ（!ｇｊ（ｘ）
Ｔｄｋ＋ｏ（１）），

＝θｋ（η＋ε＋ｏ（１））
根据“约束违背条件”，由于 ｇｊ（ｘｋ）＞０和θｋ＞０，
因此η＋ε＋ｏ（１）＞０．这与假设的η＜０矛盾，
因此对于任意的ｊ∈Ｊ，必有 !

ｇｊ（ｘ）
Ｔｄｋ≥０．类

似的，可以证明对于任意的 ｉ∈ Ｉ＋，必有 !

ｈｉ
（ｘ）Ｔｄ≥ ０；对于任意的 ｉ∈ Ｉ－，必有 !

ｈｉ
（ｘ）Ｔｄ≤０．这里不再赘述．

接下来证明对于任意的 ｊ Ｊ，必有 !

ｇｊ
（ｘ）Ｔｄ≤０．假设存在某个 ｊ Ｊ使得 η＝!

ｇｊ

（ｘ）Ｔｄ＞０，那么由 ｄｋ→ ｄ可知：对于任意的
ε＞０，一定存在一个正整数 Ｋ使得对于任意的
ｋ＞Ｋ有 !

ｇｊ（ｘ）
Ｔｄｋ ＞η－ε因此可以得到

ｇｊ（ｘｋ）＝ｇｊ（ｘ ＋θｋｄｋ），

＝ｇｊ（ｘ）＋θｋ!ｇｊ（ｘ）
Ｔｄｋ＋ｏ（θｋ），

＝θｋ（!ｇｊ（ｘ）
Ｔｄｋ＋ｏ（１）），

＝θｋ（η－ε＋ｏ（１））

（３）

根据“约束违背条件”，因为ｇ＋ｊ（ｘｋ）＝ｏ（ω（ｘｋ）），所
以分ｇｊ（ｘｋ）≤０和０＜ｇｊ（ｘｋ）＝ｏ（ω（ｘｋ））两种
情形来考虑．当ｇｊ（ｘｋ）≤０时，由式（３）可知 η－
ε＋ｏ（１）＜０，与 η＞０矛盾．当 ０＜ｇｊ（ｘｋ）＝
ｏ（ω（ｘｋ））时，根据ω（ｘｋ）的定义，由于ω（ｘｋ）＝
ｍｉｎ｛ｍｉｎ

ｉ∈Ｉ＋∪Ｉ－
ｈｉ（ｘｋ），ｍｉｎｊ∈Ｊ ｇｊ（ｘｋ）｝，所以由函数

ｇ，ｈ的连续可微性可知：对于每个固定的ｋ，必有
ω（ｘｋ）＝ω（ｘ）＋θｋ（!ω（ｘ）

Ｔｄｋ＋ｏ（１）），

＝θｋ（!ω（ｘ）
Ｔｄｋ＋ｏ（１））

其中

!ω（ｘ）＝
!

ｇｊ（ｘ），ｉｆω（ｘｋ）＝ｇｊ（ｘｋ），ｊ∈Ｊ，

!

ｈｉ（ｘ），ｉｆω（ｘｋ）＝ｈｉ（ｘｋ），ｉ∈Ｉ
＋，

－
!

ｈｉ（ｘ），ｉｆω（ｘｋ）＝ｈｉ（ｘｋ），ｉ∈Ｉ
{

－

所以

ｏ（ω（ｘｋ））＝θｋ（!ω（ｘ）
Ｔｄｋ＋ｏ（１））ｏ（１），

将其代入式（３）可得
（
!ω（ｘ）Ｔｄｋ－１）ｏ（１）＞η－ε＋（ｏ（１））

２

（４）
由于式（４）右边大于零，而左边为一个有界数列
与无穷小量的乘积，得到矛盾．所以，对于任意的
ｊＪ，必有 !

ｇｊ（ｘ）
Ｔｄ≤０．采用类似的方法，可以

证明对于任意的ｉＩ＋∪Ｉ－，必有!

ｈｉ（ｘ）
Ｔｄ＝０．

最后由 ｆ（ｘｋ）＝ｆ（ｘ）＋θｋ（!ｆ（ｘ）
Ｔｄｋ ＋

ｏ（１））和ｆ（ｘｋ）＞ｆ（ｘ），得到 !

ｆ（ｘ）Ｔｄ≥０．
综上，信息 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子满足影子价格定义中的
所有条件，所以信息 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子是影子价格．

证毕．
需要注意的是，引理１和定理１给出了在多

重 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子情形下影子价格的存在性条件．
对于一般的非线性优化模型，若在最优解ｘ处任
一约束品性成立，则信息 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子一定存
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在，因此影子价格也一定存在．
２．３　影子价格的判别

由于已经证明了信息 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子就是影
子价格，因此，信息 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子的性质可以用
来识别影子价格．根据文献［２４］，信息 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘
子有如下性质．

引理２　假设ｘ为其局部最优解，Ｍ≠为
其对应的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子集合，则集合Ｍ中具有最
小欧几里得范数的元素是信息 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子．

因此，在 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子不唯一的情形下，只
要找到其中欧几里得范数最小的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子
（后文统一简称为：最小范数乘子），那它一定是

影子价格．

３　影子价格的计算

３．１　影子价格模型
在上一节中得到最小范数乘子是影子价格的

结论．基于此，影子价格可以由求解如下模型得到

ｍｉｎ１２‖（λ，μ）‖

ｓ．ｔ．
!

ｆ（ｘ）－∑
ｍ

ｉ＝１
λｉ!ｈｉ（ｘ）－

∑
ｒ

ｊ＝１
μｊ!ｇｊ（ｘ）＝０，

λ∈ＲＲｍ，μ≥０

（５）

将约束λ∈ＲＲｍ，μ≥０看作一个抽象约束，则模型
（５）是一个带抽象约束的凸二次规划问题，当
（ｍ＋ｒ）较大时，并不容易求得最优解．基于此，本
节将设计一个简单的求解最小范数乘子的方法．

考虑模型（５）的对偶规划．设模型（５）中线性
约束对应的乘子为ｄ∈ＲＲｎ，则模型（５）的对偶函
数ｑ（ｄ）为

ｑ（ｄ）＝ ｉｎｆ
λ∈ＲＲｍ，μ≥０

｛Ｌ（λ，μ）｝ （６）

这里 Ｌ（λ，μ）＝１２‖（λ
Ｔ，μＴ）‖２＋（

!

ｆ（ｘ）－

∑
ｍ

ｉ＝１
λｉ!ｈｉ（ｘ）－∑

ｒ

ｊ＝１
μｊ!ｇｊ（ｘ））

Ｔｄ为模型（５）的

Ｌａｇｒａｎｇｅ函数．由于 Ｌ（λ，μ）是关于 （λ，μ）的凸

函数，且约束集合 ｛（λ，μ）λ∈ＲＲｍ，μ≥０｝是一

个闭凸集，因此式（６）中 ｑ（ｄ）的最小值在 λｉ ＝

!

ｈｉ（ｘ）
Ｔｄ，ｉ＝１，．．．，ｍ，μｊ ＝（!ｇｊ（ｘ）

Ｔｄ）＋，
ｊ＝１，．．．，ｒ处取得，并由此可以得出对偶函数
ｑ（ｄ）可以化简为

ｑ（ｄ）＝
!

ｆ（ｘ）Ｔｄ－１[２ ∑
ｍ

ｉ＝１
（
!

ｈｉ（ｘ）
Ｔｄ）２＋

∑
ｒ

ｊ＝１
（（

!

ｇｊ（ｘ）
Ｔｄ）＋） ]２

所以，模型（５）的对偶规划如下

ｍａｘ
ｄ∈ＲＲｎ
ｌ（ｄ）＝

!

ｆ（ｘ）Ｔｄ－１[２ ∑
ｍ

ｉ＝１
（
!

ｈｉ（ｘ）
Ｔｄ）２＋

∑
ｒ

ｊ＝１
（（

!

ｇｊ（ｘ）
Ｔｄ）＋） ]２

（７）

模型（７）是一个无约束优化问题，相对于模
型（５）来说更容易求解．因此如果证明了原规划
模型 （５）和对偶规划模型（７）之间强对偶性成
立，那么模型（５）的解便可以由求解更为简单的
模型（７）来得到．直接利用优化理论中强对偶性
成立的充分性条件—比如 Ｓｌａｔｅｒ条件来说明模型
（５）和模型（７）之间的存在强对偶性并不容易．注
意到原规划与对偶规划的实质分别是对 Ｌａｇｒａｎｇｅ

函数求极大极小值和极小极大值．基于这个想法，

本文从模型（７）的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数出发，通过构造
一个鞍点问题来证明模型（５）的最优解可以由模
型（７）的最优解得到．由于每个的等式约束都可
以转化为两个不等式约束，因此为了方便起见，只

考虑不等式约束的情形，即证明模型

ｍｉｎ１２‖μ‖
２

ｓ．ｔ．
!

ｆ（ｘ）－∑
ｒ

ｊ＝１
μｊ!ｇｊ（ｘ）＝０，

μ≥０

（８）

的最优解可以由模型

ｍａｘ
ｄ∈ＲＲｎ

!

ｆ（ｘ）Ｔｄ－１２∑
ｒ

ｊ＝
(

１
（
!

ｇｊ（ｘ）
Ｔｄ） )＋ ２

（９）

的最优解得到．

定理２　设μ 和ｄ 分别为模型 （８）和 型
（９）的最优解，则有如下关系成立
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!

ｆ（ｘ）Ｔｄ ＝‖μ‖２，

（
!

ｇｊ（ｘ）
Ｔｄ）＋＝μｊ，ｊ＝１，．．．，ｒ

证明　构造模型（８）的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数

Ｌ（μ，ｄ） (＝ －!ｆ（ｘ）＋∑
ｒ

ｊ＝１
!

ｇｊ（ｘ )） Ｔ
×

ｄ－１２‖μ‖
２

考虑如下鞍点问题

ｓｕｐ
μ≥０
ｉｎｆ
ｄ∈ＲＲｎ
Ｌ（ｄ，μ）＝ ｉｎｆ

ｄ∈ＲＲｎ
ｓｕｐ
μ≥０
Ｌ（ｄ，μ） （１０）

由于Ｌ（ｄ，μ）在｛（μ，ｄ）μ≥０，ｄ∈ＲＲｎ｝上是强

制的，因此根据鞍点存在性定理可知鞍点问题

（８）存在鞍点解（ｄ
－
，μ
－
），且由最优性条件可知

!

ｆ（ｘ）－∑
ｒ

ｊ＝１
μ－ｊ!ｇｊ（ｘ）＝０ （１１）

μ－ｊ＝（!ｇｊ（ｘ）
Ｔｄ
－
）＋，ｊ＝１，．．．，ｒ （１２）

由此可以得到如下结论：

１）式（１１）和式（１２）说明 μ
－
是一个 Ｌａｇｒａｎｇｅ

乘子．

２）将式（１１）和式（１２）代入式（１０）可得Ｌ（ｄ
－
，

μ
－
）＝－１２‖μ

－
‖２．

３）将式（１２）代入式（１１）可得!

ｆ（ｘ）Ｔｄ
－
＝

‖μ
－
‖２．

因此，如果证明了模型（８）和模型（９）的最优解

μ 和 ｄ 分别等于鞍点解μ－和ｄ
－
，那么定理２便

得以证明．

首先证明 μ ＝μ－．注意到当 !

ｆ（ｘ） ＝

∑
ｒ

ｊ＝１
μｊ!ｇｊ（ｘ）时，ｉｎｆ

ｄ∈ＲＲｎ
Ｌ（ｄ，μ）＝－１２‖μ‖

２．所

以由μ 是最小范数乘子可知

－１２‖μ
‖２＝ ｓｕ

{
ｐ

μ μ≥０，!ｆ（ｘ）＝∑
ｒ

ｊ＝１
μｊ!ｇｊ（ｘ }）

－１２‖μ‖
２，

＝ｓｕｐ
μ≥０
ｉｎｆ
ｄ∈ＲＲｎ
Ｌ（ｄ，μ），≤ ｉｎｆ

ｄ∈ＲＲｎ
ｓｕｐ
μ≥０
Ｌ（ｄ，μ），

＝Ｌ（ｄ
－
，μ－），＝－１２‖μ

－‖２

所以得到‖μ‖ ≥‖μ－‖．另一方面由于μ 是

最小范数 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子，即‖μ‖ ≤‖μ－‖．综

上可得‖μ‖＝‖μ－‖．注意到模型（８）的目标

函数严格凸，所以模型（８）的最优解 μ 唯一，这

也说明了μ－ ＝μ ．

下面证明ｄ
－
＝ｄ ．根据最优性条件式（１２），

将μ－ ＝μ 代入到鞍点问题（１０）中可得

Ｌ（ｄ
－
，μ）＝ｉｎｆ

ｄ∈ＲＲｎ
Ｌ（ｄ，μ），

＝ｉｎｆ
ｄ∈ＲＲ

{
ｎ
－
!

ｆ（ｘ）＋

　 １２∑
ｒ

ｊ＝１
（（

!

ｇｊ（ｘ）
Ｔｄ）＋）}２

因此

ｄ
－
＝ａｒｇｍａｘ

ｄ∈ＲＲ
{ｎ
!

ｆ（ｘ）－１２∑
ｒ

ｊ＝１
（（

!

ｇｊ（ｘ）
Ｔｄ）＋）}２ ，

即ｄ
－
是模型（９）的最优解．因此ｄ

－
＝ｄ ． 证毕．

注意到对于ｊＡ（ｘ），μｊ ＝０，因此模型

（９）可以简化为

ｍａｘ
ｄ∈ＲＲｎ
ｌ（ｄ）＝

!

ｆ（ｘ）－１２∑ｊ∈Ａ（ｘ）（（!ｇｊ（ｘ
）Ｔｄ）＋）２，

因此，将定理 ２的结论推广至同时含有等式

和不等式约束的非线性优化模型，有如下

推论．

推论１　设（λ，μ）和ｄ 分别为模型（５）

和模型（７）的最优解，则

!

ｆ（ｘ）Ｔｄ ＝－‖（λ，μ）‖２，

!

ｈｉ（ｘ）
Ｔｄ ＝λｉ ，ｉ＝１，．．．，ｍ，

（
!

ｇｊ（ｘ）
Ｔｄ）＋＝μｊ ，ｊ∈Ａ（ｘ），

μｊ ＝０，ｊＡ（ｘ）

值得注意的是，推论１可以被用来解释模型

（７）的经济意义．设ｄ 为模型（７）的最优解，则存

在点列 ｛ｘｋ｝满足 ｘｋ→ ｘ ，
ｘｋ－ｘ

‖ｘｋ－ｘ‖
→

ｄ（ｋ→∞）③．由函数 ｆ，ｇ和 ｈ的连续可微性以

及推论１可知
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③ 实际上，令ｘｋ＝ｘ ＋ｄ ＋εｋ，其中εｋ→０即可．



　　
ｆ（ｘｋ）＝ｆ（ｘ）＋‖ｘｋ－ｘ‖ !

ｆ（ｘ）Ｔ（ｄ ＋εｋ）＋ｏ（‖ｘｋ－ｘ‖）

＝ｆ（ｘ）＋‖ｘｋ－ｘ‖（－‖（λ，μ）‖
２）＋ｏ（‖ｘｋ－ｘ‖）

（１３）

ｇｊ（ｘｋ）＝‖ｘｋ－ｘ‖ !

ｇｊ（ｘ）
Ｔ（ｄ ＋εｋ）＋ｏ（‖ｘｋ－ｘ‖）

＝μｊ‖ｘｋ－ｘ‖ ＋ｏ（‖ｘｋ－ｘ‖）
（１４）

ｈｉ（ｘｋ）＝‖ｘｋ－ｘ‖ !

ｈｉ（ｘ）
Ｔ（ｄ ＋εｋ）＋ｏ（‖ｘｋ－ｘ‖）

＝λｉ‖ｘｋ－ｘ‖ ＋ｏ（‖ｘｋ－ｘ‖）
（１５）

进而可以推出

μｊｇｊ（ｘｋ）＝‖ｘｋ－ｘ‖（μｊ）
２＋ｏ（‖ｘｋ－ｘ‖），

λｉｈｉ（ｘｋ）＝‖ｘｋ－ｘ‖（λｉ）
２＋ｏ（‖ｘｋ－ｘ‖）．

由式（１３）、式（１４）和式（１５）可得

ｆ（ｘｋ）＝ｆ（ｘ）－∑
ｍ

ｉ＝１
λｉｈｉ（ｘｋ）－

∑
ｒ

ｊ＝１
μｊｇｊ（ｘｋ）＋ｏ（‖ｘｋ－ｘ‖）

（１６）

又因为ｄ 为模型（７）的最优解，因此 ｄ 也是下
述问题

ｍａｘ
!

ｆ（ｘ）Ｔｄ

ｓ．ｔ．∑
ｍ

ｉ＝１
（
!

ｈｉ（ｘ）
Ｔｄ）２＋

∑
ｊ∈Ａ（ｘ）

（（
!

ｇｊ（ｘ）
Ｔｄ）＋）

２
＝β
－

的最优解，这里

β
－
＝∑

ｍ

ｉ＝１
（
!

ｈｉ（ｘ）
Ｔｄ）２＋

∑
ｊ∈Ａ（ｘ）

（（
!

ｇｊ（ｘ）
Ｔｄ）＋）

２

因此对于任意的β＞０，都存在θ＞０，使得θｄ

是下述问题

ｍａｘ
!

ｆ（ｘ）Ｔｄ

ｓ．ｔ．∑
ｍ

ｉ＝１
（
!

ｈｉ（ｘ）
Ｔｄ）２＋

∑
ｊ∈Ａ（ｘ）

（（
!

ｇｊ（ｘ）
Ｔｄ）＋）

２
＝β

（１７）

的最优解．根据推论１，由于λｉ ＝!

ｈｉ（ｘ）
Ｔｄ ，

μｊ ＝（!ｇｊ（ｘ）
Ｔｄ）＋，所以优化模型（１７）的经

济意义为：当给定所有资源供给水平的一个变化

量β＝‖（λ，μ）‖２
时，模型（７）的最优解 ｄ

代表着使得整个经济系统价值函数增长最快的方

向．同时结合式（１６）可得：效用函数沿着ｄ 方向
增加的量为

∑
ｍ

ｉ＝１
λｉｈｉ（ｘｋ）＋∑

ｒ

ｊ＝１
μｊｇｊ（ｘｋ） （１８）

从这里可以看出，ｈｉ（ｘｋ）和 ｇｊ（ｘｋ），ｉ＝１，．．．，

ｍ，ｊ＝１，．．．，ｒ分别代表每种资源的增加量，λｉ
和μｊ 分别代表每种资源对应的影子价格，因而
式（１８）代表整个经济系统价值的上升量．所以具
有最小范数的Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子（λ，μ）的经济意
义是：当每一种资源的供给水平每增加一个单位，

整个经济系统的价值最多可以增加的量．
３．２　计算影子价格的算法

在上一节证明了最小范数乘子可以通过求解

一个无约束优化问题（即：模型（７））来得到，在这
一节给出一个求解该无约束优化问题并得到最小

范数乘子的算法．注意到模型（７）的目标函数是
非光滑的，因此这里选择次梯度法来求解模型

（７）．次梯度法是一种迭代求解方法，通过在每步
迭代中选择合适的方向和步长使目标函数值与最

优值的差异逐渐缩小，进而得到最优解。当目标

函数可微的时候，次梯度法就是经典的梯度下降

法．对于模型（７），选择归一化后的目标函数的次

梯度
ｇ

‖ｇ‖
（ｇ∈ｌ（ｄ）作为迭代方向，其中

ｌ（ｄ）＝!ｆ（ｘ） [－∑
ｍ

ｉ＝１
（
!

ｈｉ（ｘ）
Ｔｄ）

!

ｈｉ（ｘ）＋

∑
ｊ∈Ａ（ｘ）

（（
!

ｇｊ（ｘ）
Ｔｄ））＋

!

ｇｊ（ｘ ]） （１９）

对于迭代步长θｋ，选择边际递减步长，即θｋ→０，

∑
∞

ｋ＝１
θｋ ＝∞且∑

∞

ｋ＝１
θ２ｋ ＜∞．特别地，可以取 θｋ ＝

１
ｋ＋２．这样的迭代方向和步长的取法可以保证得

到的点列｛ｄｋ｝收敛到最优解 ｄ ，且收敛速度为

次线性收敛
［２５］．

据此设计计算影子价格的算法如下：
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算法１（影子价格计算）

第０步 初始化模型（７）的解向量ｄ０，设定误差界ε

第１步 计算模型（１）的局部最优解ｘ 和对应的Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子

第２步
如果Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子唯一，那么：该 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子即为影子价格，输出影子价格，结束程序；否则：进入第

３步

第３步循环
检查模型（７）当前的目标函数值与最优值之间差异是否小于误差界 ε．如果大于误差界，则执行３．１步，

否则进入第４步

３．１步 设置步长θｋ ＝
１
ｋ＋２

３．２步 应用公式（１９）计算次梯度

３．３步 更新模型（７）的解向量ｄｋ＋１ ＝ｄｋ＋θｋ
ｇｋ

‖ｇｋ‖
，ｇｋ∈ｌ（ｄｋ）

３．４步 计算模型（７）当前的目标函数值ｌ（ｄｋ＋１）

第４步 输出当前的解向量ｄ ＝ｄ
－

第５步
计算影子价格λｉ ＝!

ｈｉ（ｘ）Ｔｄ，ｉ＝１，．．．，ｍ，μｊ ＝（!ｇｊ（ｘ）Ｔｄ）＋，ｊ∈Ａ（ｘ），μｊ ＝０，ｊ

Ａ（ｘ）
第６步 输出影子价格

　　需要注意的是，由于次梯度法收敛速度较慢，

因此如果事先设定一个误差界并等到当前函数值

与最优值差异小于误差界时才停止迭代，往往效

率会很低．而且在多数情形下，模型（７）的最优值
事先并不知道．针对这个问题，Ｂｏｙｄ和 Ｖａｎｄｅｎ
ｂｅｒｇｈｅ提出，在实际操作中可以根据经验预先设
定迭代的次数Ｎ来作有限次迭代，这样会提升计
算效率

［１４］．
下面分析算法１的计算时间复杂度．首先引

入经典优化理论中关于次梯度法的收敛性结论作

为计算复杂度分析的基础
［２５］．

引理 ３　考虑利用次梯度法求解优化问题
ｍａｘ
ｘ∈ＲＲｎ
ｆ（ｘ），设 ｆ（ｘｋ）为第 ｋ次迭代后的目标函数

值，ｆｏｐｔ为最优值．若该优化问题满足如下条件 ｆ：

ＲＲｎ→ＲＲ是连续凹函数．则有如下结论：
１）次梯度法迭代产生的点列 ｘｋ收敛到某个

最优解；

２）ｆ（ｘｋ）收敛到该优化问题的最优值；
３）对于任意的ｋ，存在常数ｃ使得

ｆｏｐｔ－ｆ（ｘｋ）≤
ｃＭ
ｋ＋槡 １

由于模型（７）的目标函数关于变量 ｄ是连续
的凹函数，引理３中的条件满足，所以给定误差界

ε，算法 １会在 Ｏ（１
ε２
）步迭代内收敛．注意到算

法１在每次迭代过程中，第 ３．２步计算次梯度需

要的计算量最大，为 Ｏ（（ｍ＋ｒ）ｎ）．因此算法 １

的计算复杂度为Ｏ （ｍ＋ｒ）ｎ
ε( )２ ，其中ｍ，ｒ，ｎ分

别为等式约束的个数、不等式约束的个数和自变

量的个数．

４　算例测试

本节将测试算法１的数值效果，算例测试分

为两个部分．首先用两个算例说明算法１是可以

正确求得影子价格的，第一个例子是本文第２．１

节中构造的多重 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子的例子，第二个例

子时候在文献［２６］中随机选取 １个非线性优化

的例子．第二部分，用随机生成的样本测试算法 １

的计算效率．

４．１　算法正确性测试

首先，考虑 ３．１节中的非线性优化例子．由

２．１节中的分析可知最优解ｘ ＝（１，０），三个不

等式约束都是起作用的约束．将算法１应用于该

算例，设定误差界为 ε＝１０－３，可以求得 ｄ ＝

（４，－２）．因此最小范数 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子为

μ１ ＝（!ｇ１（ｘ）
Ｔｄ）＋＝ （１，１）

４
－( )( )２

＋

＝２，
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μ２ ＝（!ｇ２（ｘ）
Ｔｄ）＋＝ （－１，０）

４
－( )( )２

＋

＝０，

μ３ ＝（!ｈ（ｘ）
Ｔｄ）＋＝ （０，－１）

４
－( )( )２

＋

＝２

因此利用算法 １求得的最小范数乘子为 μ ＝

（２，０，２），和本文在２．１节中分析的结果 （２，０，
２）是一致的．

为了进一步说明算法 １的普适性，在文献
［２６］中随机选择一个问题来分析利用算法１是
如何获得影子价格的．本文选择文献［２６］中第
３２５个算例，如式（２０）所示．选择该算例的原因是
因为该算例中同时包含了等式约束和不等式约

束，所以更具有代表性

ｍａｘ－ｘ２１－ｘ２
ｓ．ｔ．－（ｘ１＋ｘ２）＋１≥０

－（ｘ１＋ｘ
２
２）＋１≥０

ｘ２１＋ｘ
２
２－９＝０

（２０）

该问题最优解为ｘ ＝（－２．３７２，－１．８３６）Ｔ．本

文注意到在最优解ｘ处第一个不等式不起作用，

所以其对应的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子一定为０，起作用的
约束为第二个不等式约束和等式约束．应用算法
１可得 ｄ ＝（９．５８７４×１０８，９．５８７４×１０８）Ｔ，

最小范数 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子为 （０，０，－８．０６８７×
１０９）Ｔ．这表明在ｘ处第二个不等式约束的影子
价格为０，等式约束影子价格为负．

将算例式（２０）的信息绘制在图２中来分析
求得的乘子是否具有影子价格的意义．在图 ２

中，绘制了目标函数的等值线（如图例１所示）、

第一个不等式约束（如图例 ２所示）、第二个不
等式约束（如图例３所示）和等式约束（如图例 ４

所示），当前最优解ｘ ＝（－２．３７２，－１．８３６）Ｔ用
黑色的点表示．在最优解处，除了不起作用的第一
个约束外，绘制了４个方向：目标函数梯度方向
!

ｆ，等式约束梯度方向 !

ｈ，第二个不等式约束梯
度方向 !

ｇ和算法１求出的最速上升方向ｄ ．本

文发现以ｄ 为法向可以构造出一个超平面分离

!

ｆ、ｄ 和 !

ｇ、
!

ｈ．这个超平面分离的几何意义

在于ｄ 是使得目标函数上升的方向，且在这个

方向上第二个不等式约束并没有违反．经济意义

在于：价值函数提升不是由第二个不等式所代表

的资源供给水平提升造成的，因此第二个不等式

约束对应的影子价格为０．另一方面，等式约束梯

度 !

ｈ与 ｄ 也被该超平面分离，其经济意义在

于：等式约束供给水平提升会给目标函数带来反

作用，因此等式约束的影子价格为负数．综上所

述，算法１求出的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子是具有影子价格

意义的．

图２　算例分析（文献［２６］第３２５号算例）

Ｆｉｇ．２Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘａｍｐｌｅ

４．２　算法计算效率测试

根据３．１节模型（５）可知：最小范数乘子也

可以通过求解一个二次规划来得到．因此，在本节

利用算法１和模型（５）（将利用模型（５）来求解影

子价格的方法记为算法２）来计算影子价格，通过

对比这两种方法的计算时间来说明算法１的计算

效率．需要注意的是，过去的研究中并没有研究者

提出过在非线性规划模型下计算影子价格方法，

因此只能对比算法１和算法２的计算效率．按照

如下方式产生随机样本：

步骤１　随机产生一个ｍ×ｎ的矩阵Ｃ满足

ｍ＜ｎ，和 一个ｎ维向量ｘ，并计算出ｄ＝Ｃｘ；

步骤２　随机产生一个 「ｍ２?×ｎ的矩阵 Ａ，
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构造 ｂ＝Ａｘ＋ε，其中 ε是一个随机产生的

「ｍ２?×１的列向量；
步骤３　将矩阵［Ａ；ｂ］扩充成 ｍ×（ｎ＋１）

维，满足 ［Ａ；ｂ］的后 「ｍ２?×１至 ｍ行是由其前

「ｍ２?的线性组合构成；
步骤４　构造非线性优化模型
ｍｉｎ
ｘ
‖Ｃｘ－ｄ‖２

ｓ．ｔ．Ａｘ＝ｂ
（２１）

其中步骤２和步骤３的目的是为了让线性约束的
系数矩阵Ａ非满秩，从而使模型（２１）不满足正则
性约束品性，即存在多重 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子．本文选
取不同的ｍ和ｎ随机生成若干组样本，每组样本

计算１０次，取计算时间的算术平均数作为每一种
算法的计算时间．所有测试在个人电脑上完成，处
理器为 Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）Ｃｏｒｅ（ＴＭ）ｉ３－２３５９Ｍ，内存为
４．００ＧＢ，编译软件为 Ｍａｔｌａｂ２０１７ｂ．运行结果如表
１所示，单位为秒．表１显示了两种计算方法在不
同样本上的计算时间，整体上看算法１的计算效
率要高于算法２．同时可以看出，随着约束条件个
数ｍ逐渐增大，算法２的计算效率显著降低．这
说明算法２的计算效率对于约束条件的个数非常
敏感，反观算法１，则没有表现出这种现象．算法１
的运行时间对于自变量个数 ｎ和 约束条件个数
ｍ的增长基本呈现线性增长的趋势，这与本文分

析的算法１的计算复杂度为 Ｏ １
ε２
（ｍ＋ｒ）( )ｎ 的

结论是一致的．
表１　影子价格计算时间对比

Ｔａｂｌｅ１Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｔｉｍｅｏｆｓｈａｄｏｗｐｒｉｃｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

样本 算法１的平均运行时间 算法２的平均运行时间

ｍ＝２００，ｎ＝５００ ０．８９９０ ３．８６８８

ｍ＝２００，ｎ＝８００ １．６２２０ ４．６０２０

ｍ＝２００，ｎ＝１０００ １．９２７９ ６．５３６４

ｍ＝３００，ｎ＝５００ １．９９９０ ６．７７０４

ｍ＝３００，ｎ＝８００ ３．２４８８ ９．４６９３

ｍ＝３００，ｎ＝１０００ ４．１３１３ １１．７００１

ｍ＝４００，ｎ＝５００ ３．６６７９ １７．５０３０

ｍ＝４００，ｎ＝８００ ５．７１２２ １８．８２９３

ｍ＝４００，ｎ＝１０００ ６．７４４０ １９．１８８１

ｍ＝５００，ｎ＝８００ ８．２７５４ ２７．９７１３

ｍ＝５００，ｎ＝１０００ １０．０７１８ ２９．６４０２

５　结束语

５．１　结论
本文针对非线性优化模型中多重 Ｌａｇｒａｎｇｅ

乘子问题，讨论了 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子与影子价格的关
系，并指出欧几里得范数最小 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子一定
为影子价格．基于此，本文还提出了在非线性优化
模型下计算影子价格的算法，该算法的计算复杂

度为Ｏ
１
ε２
（ｍ＋ｒ）( )ｎ，其中 ｍ，ｒ，ｎ和 ε分别为等

式约束的个数、不等式约束的个数、自变量的个数

和算法的误差界．由于影子价格对于资源定价起

着指导作用，因此本文提出的影子价格计算方法

对于资源定价实践有着重要的意义．本文得出的

结论如下：

１）影子价格与 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子有如下的关系：

对于一个经济系统来说，Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子可能不唯

一，影子价格也可能不唯一．若 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子唯

一，则该 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子就是影子价格；若 Ｌａｇｒａｎｇｅ

乘子不唯一，则欧几里得范数最小的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘

子就是影子价格．
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２）判别某个 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子是否具有影子价
格的意义可以从几何角度来刻画，即：如果某个

Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子是具有影子价格意义，那么一定存
在一个方向，使得该乘子非零分量对应的资源约

束和价值函数在这个方向上的方向导数为正，而

零分量对应的资源约束在这个方向上的方向导数

为负．
３）虽然目前尚无有效的办法可以求解出所

有的具有影子价格意义的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子，但是可
以通过求解一个简单的无约束优化模型便得到

“性质最好”的影子价格—欧几里得范数最小的

Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子．
５．２　展望

１）本文考虑的一般经济模型中假设价值函
数和资源供给函数都是光滑的，然而在很多文献

中，价值函数和资源供给函数并不一定满足光滑

性条件．因此考虑模型（１）在缺少光滑性假设条
件下的影子价格识别和计算问题将是一个重要的

研究方向．
２）本文考虑的模型（１）中假设决策变量 ｘ的

定义域为ＲＲｎ．然而在很多实际问题中，决策变量
的定义域会受到很多额外的制约因素，比如“盒

约束”等．此时定义域在 ｘ 的切锥和法锥都会发
生变化，影子价格甚至可能不存在．因此考虑模型
（１）施加额外抽象约束后，影子价格识别和计算
问题将是另一个重要研究方向．
３）本文提出了一个计算最小欧几里得范数

Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子的方法．未来的研究可以在本文的
研究基础上，提出不同的计算最小范数 Ｌａｇｒａｎｇｅ
乘子的算法，并与算法１的计算效率进行对比．
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