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星型人字齿轮传动系统非线性分岔特性
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摘　要：为探究星型人字齿轮传动系统分岔动力学特性，课题组采用集中质量法建立了星型人字齿轮系统的纯扭转非线
性动力学模型，通过ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法求解了系统非线性振动微分方程，利用相图、Ｐｏｉｎｃａｒé截面法和分岔特性等分析手段
研究了不同转速条件下啮合阻尼比对系统振动响应及分岔特性的影响。结果表明：系统在不同转速下会表现出丰富的

非线性动力学行为；随着啮合阻尼比的增大，系统通过倒分岔从混沌状态进入倍周期状态，再由倍周期状态进入单周期

状态。因此，在保证系统传动效率的前提下适当提高系统的啮合阻尼比，能够明显弱化系统的混沌运动，减小其振动响

应，提高系统稳定性，对系统噪声的降低和寿命的延长具有一定的帮助。
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　　齿轮装置广泛应用于大型重工机械和小型精密仪

器等领域中，齿轮系统在各种非线性因素耦合干扰下，

产生的振动和噪声极大地恶化了工作环境，因此为改

善齿轮系统的工作稳定性及传动噪声，对齿轮系统动
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力学特性研究和优化是非常必要的［１３］。星型人字齿

轮传动系统因其功率密度高、传动比大和结构强度优

等特点常应用于重载和可靠性要求高的设备中。为了

解星型齿轮系统振动分岔行为，改善其响应性态，很多

国内外学者对其动力学行为和振动特性进行了研究和

优化［４５］。Ｋａｈｒａｒｍａｎ［６］建立了单级行星齿轮传动系统

的纯扭转动力学方程，通过数值求解得到了行星齿轮

传动系统的模态和振型；邱星辉等［７］从研究现状、动

力学优化设计和发展方向等方面对风力发电机行星齿

轮传动系统动力学进行了综述；林何等［８］推导了行星

人字齿轮啮合传动的时变啮合刚度动态梯形图，建立

了人字齿行星齿轮传动的扭转非线性动力学模型，并

对系统拟周期振动特性进行了分析；李同杰等［９］建立

了直齿行星齿轮传动纯扭转动力学模型，分析了激励

频率、齿侧间隙对该系统动力学特性的影响。Ｗｅｉ

等［１０］利用虚拟等效轴单元的动力学建模方法构建了

人字齿行星齿轮系统的动力学模型；Ｍｏ等［１１］基于集

中参数理论和Ｌａｇｒａｎｇｅ方法建立了人字齿行星传动系

统的动力学模型。

为研究啮合阻尼比对星型人字齿轮系统分岔特性

的影响，课题组建立了星型人字齿轮系统纯扭转非线

性动力学模型，利用ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法对动力学微分方程

数值求解，通过不同转速下系统的相图、庞加莱

（Ｐｏｉｎｃａｒé）截面和分岔图对系统分岔演化过程进行研

究，分析不同转速条件下啮合阻尼比对系统振动响应

及分岔特性的影响。

１　系统非线性动力学模型
课题组采用集中质量法建立星型人字齿轮传动系

统非线性动力学模型，系统端面动力学模型如图１所

示。该系统功率主要由太阳轮输入并分流到行星轮，

再由行星轮汇集到内齿圈进行输出。其中ｋｓｐｉ，ｋｒｐｉ（ｉ＝

１，２，３）分别为太阳轮和行星轮、行星轮和内齿圈之间的

啮合刚度，各弹性支承及啮合副均有阻尼和尺侧间隙。

θｓ，θｐｉ（ｉ＝１，２，３）和 θｒ分别为太阳轮、第 ｉ个行星轮和

内齿圈的旋转振动位移。

为了更直观地表明各构件的运动情况，针对任一

个行星轮ｉ建立如图２所示的啮合型动力学模型。系

统中所有齿轮均为人字齿轮，将每个人字齿轮视为由

图１　星型人字齿轮系统传动系统端面模型

Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｅｎｄｆａｃｅｍｏｄｅｌｏｆｓｔａｒｈｅｒｒｉｎｇｂｏｎｅ

ｇｅａｒｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｓｙｓｔｅｍ

２个完全相同仅旋向相反的斜齿轮拼合而成，中间为

欧拉梁单元连接，图中质量节点 ｓ１，ｓ２分别代表太阳

轮左、右２个斜齿轮；ｐｉ１，ｐｉ２分别代表行星轮ｉ（ｉ＝１，

２，３）左、右两侧斜齿轮；ｒ１，ｒ２代表内齿圈左、右２个斜

齿轮；斜齿轮基圆螺旋角为 β１，β２（左旋为正，右旋为

负），故有β２＝－β１；ｃｓｐｉ，ｃｒｐｉ（ｉ＝１，２，３）分别为太阳轮

和行星轮、行星轮和内齿圈之间的啮合阻尼；ｅｓｐｉ，

ｅｒｐｉ（ｉ＝１，２，３）分别为太阳轮和行星轮、行星轮和内齿

圈之间的综合传动误差；ｂ为尺侧间隙；Ｔｓ，Ｔｒ分别为

输入扭矩和输出扭矩。

图２　星形人字齿轮传动系统动力学模型

Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｄｙｎａｍｉｃｍｏｄｅｌｏｆｓｔａｒｈｅｒｒｉｎｇｂｏｎｅ

ｇｅａｒｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｓｙｓｔｅｍ
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星型人字齿轮系统主要动力学参数如表１所示。

行星轮个数为３，模数为４ｍｍ，安装角 αｐｉ（ｉ＝１，２，３）

分别为０，２π／３，４π／３，法面压力角 αｎ为２０°，基圆螺

旋角β为２２．５°，平均啮合刚度取２×１０９Ｎ·ｍ－１，太

阳轮输入功率为３０００ｋＷ，刚度波动系数为０．１，输

入、输出扭矩波动系数为０．５，尺侧间隙值为０．１ｍｍ。

表１　星型人字齿轮系统部分动力学参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｐａｒｔｉａｌｄｙｎａｍｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｓｔａｒ

ｈｅｒｒｉｎｇｂｏｎｅｇｅａｒｔｒａｉｎ

名称 齿数ｚ 质量ｍ／ｋｇ 转动惯量Ｉ／（ｋｇ·ｍ２）

太阳轮 ３６ ５．３０１８ ０．０２２６
行星轮 ３２ ４．５０９９ ０．０１４９
内齿圈 １００ １６．０８４３ ０．６５６４

　　根据牛顿第二运动定律构建系统动力学微分方程：

Ｉｓ１θ̈ｓ１ ＝－∑
３

ｉ＝１
（ｋｓｐｉΓｓｐｉ１＋ｃｓｐｉΓ

·

ｓｐｉ１）ｃｏｓβ１ｒｓ１＋Ｔｓ；

Ｉｓ２θ̈ｓ２ ＝－∑
３

ｉ＝１
（ｋｓｐｉΓｓｐｉ２＋ｃｓｐｉΓ

·

ｓｐｉ２）ｃｏｓβ２ｒｓ２；

Ｉｒ１θ̈ｒ１ ＝－∑
３

ｉ＝１
（ｋｒｐｉΓｒｐｉ１＋ｃｒｐｉΓ

·

ｒｐｉ１）ｃｏｓβ１ｒｒ１；

Ｉｒ２θ̈ｒ２ ＝－∑
３

ｉ＝１
（ｋｒｐｉΓｒｐｉ２＋ｃｒｐｉΓ

·

ｒｐｉ２）ｃｏｓβ２ｒｒ２＋Ｔｒ；

Ｉｐｉ１θ̈ｐｉ１ ＝（ｋｒｐｉΓｒｐｉ１＋ｃｒｐｉΓ
·

ｒｐｉ１）ｃｏｓβ１ｒｐｉ１－（ｋｓｐｉΓｓｐｉ１＋ｃｓｐｉΓ
·

ｓｐｉ１）ｃｏｓβ１ｒｐｉ１；

Ｉｐｉ２θ̈ｐｉ２ ＝（ｋｒｐｉΓｒｐｉ２＋ｃｒｐｉΓ
·

ｒｐｉ２）ｃｏｓβ２ｒｐｉ２－（ｋｓｐｉΓｓｐｉ２＋ｃｓｐｉΓ
·

ｓｐｉ２）ｃｏｓβ２ｒｐｉ２




















。

（１）

式中Ｉ为部件的转动惯量。

用傅里叶级数展开定义轮齿时变啮合刚度：

ｋ（ｔ）＝К＋ε∑
∞

ｉ＝１
（ｓｉｎ（ｉωｔ＋φ０）），　（ｉ＝１，２，３，

…，ｎ）。 （２）

式中：К为时变啮合刚度均值，ω为啮合频率，ε为时变

啮合刚度波动系数，φ０为啮合初始相位角。

定义初始相位角：

φｓｐｉ＝αｔ－αｐｉ；φｒｐｉ＝αｔ＋αｐｉ。 （３）

式中αｔ为齿轮端面压力角。

太阳轮和第 ｉ个行星轮左、右侧沿啮合线方向的

相对位移Γｓｐｉ１，Γｓｐｉ２，内齿圈和第ｉ个行星轮左、右侧沿

啮合线方向的相对位移Γｒｐｉ１，Γｒｐｉ２，分别为：

Γｓｐｉ１ ＝（ｒｓ１θｓ１＋ｒｐｉ１θｐｉ１）ｃｏｓβ１－ｅｉ１（ｔ）；

Γｓｐｉ２ ＝（ｒｓ２θｓ２＋ｒｐｉ２θｐｉ２）ｃｏｓβ２－ｅｉ２（ｔ）；

Γｒｐｉ１ ＝（ｒｒ１θｒ１－ｒｐｉ１θｐｉ１）ｃｏｓβ１－ｅｉ３（ｔ）；

Γｒｐｉ２ ＝（ｒｒ２θｒ２－ｒｐｉ２θｐｉ２）ｃｏｓβ２－ｅｉ４（ｔ










）。

（４）

式中：ｅｉｊ（ｔ）＝Ｅｓｉｎ（ωｔ＋φ０），其中ｉ＝１，２，３，ｊ＝１，

２，３，４；Ｅ为综合传动误差幅值。

定义量纲为一位移标称尺度Δ＝１０－４ｍ和量纲为

一化时间标称尺度Υ＝ К（１／Ｍｓ＋１／Ｍｐ槡 ）。Ｍｓ和Ｍｐ
为太阳轮和行星轮的等效质量。由此得到量纲为一的

时间τ、振动位移Λ和尺侧间隙δ分别为：

τ＝Υｔ，Λ（τ）＝Γ（ｔ），δ＝ｂ／Δ。
系统消刚体位移和量纲为一的动力学微分方程：

Λ̈ｓｐｉ１＋
ｃｏｓ２β１
ｍｓ１Υ∑

３

ｉ＝１
ｃｓｐｉΛ
·

ｓｐｉ１＋
ｃｏｓ２β１
ｍｐｉ１Υ

ｃｓｐｉΛ
·

ｓｐｉ１－

ｃｏｓ２β１
ｍｐｉ１Υ

ｃｒｐｉΛ
·

ｒｐｉ１＋
ｃｏｓ２β１
ｍｓ１Υ

２∑
３

ｉ＝１
ｋｓｐｉｆ（Λｓｐｉ１）＋

ｃｏｓ２β１
ｍｐｉ１Υ

２ｋｓｐｉｆ（Λｓｐｉ１）－
ｃｏｓ２β１
ｍｐｉ１Υ

２ｋｒｐｉｆ（Λｒｐｉ１）＝
ｒｓ１Ｔｓ
Ｉｓ１ΔΥ

２ｃｏｓβ１；

（５）

Λ̈ｓｐｉ２＋
ｃｏｓ２β２
ｍｓ２Υ∑

３

ｉ＝１
ｃｓｐｉΛ
·

ｓｐｉ２＋
ｃｏｓ２β２
ｍｐｉ２Υ

ｃｓｐｉΛ
·

ｓｐｉ２－

ｃｏｓ２β２
ｍｐｉ２Υ

ｃｒｐｉΛ
·

ｒｐｉ２＋
ｃｏｓ２β２
ｍｓ２Υ

２∑
３

ｉ＝１
ｋｓｐｉｆ（Λｓｐｉ２）＋

ｃｏｓ２β２
ｍｐｉ２Υ

２ｋｓｐｉｆ（Λｓｐｉ２）－
ｃｏｓ２β２
ｍｐｉ２Υ

２ｋｒｐｉｆ（Λｒｐｉ２）＝０； （６）

Λ̈ｒｐｉ１－
ｃｏｓ２β１
ｍｐｉ１Υ

ｃｓｐｉΛ
·

ｓｐｉ１＋
ｃｏｓ２β１
ｍｒ１Υ∑

３

ｉ＝１
ｃｒｐｉΛ
·

ｒｐｉ１＋

ｃｏｓ２β１
ｍｐｉ１Υ

ｃｒｐｉΛ
·

ｒｐｉ１－
ｃｏｓ２β１
ｍｐｉ１Υ

２ｋｓｐｉｆ（Λｓｐｉ１）＋
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ｃｏｓ２β１
ｍｒ１Υ

２∑
３

ｉ＝１
ｋｒｐｉｆ（Λｒｐｉ１）＋

ｃｏｓ２β１
ｍｐｉ１Υ

２ｋｒｐｉｆ（Λｒｐｉ１）＝０； （７）

Λ̈ｒｐｉ２－
ｃｏｓ２β２
ｍｐｉ２Υ

ｃｓｐｉΛ
·

ｓｐｉ２＋
ｃｏｓ２β２
ｍｒ２Υ∑

３

ｉ＝１
ｃｒｐｉΛ
·

ｒｐｉ２＋

ｃｏｓ２β２
ｍｐｉ２Υ

ｃｒｐｉΛ
·

ｒｐｉ２－
ｃｏｓ２β２
ｍｐｉ２Υ

２ｋｓｐｉｆ（Λｓｐｉ２）＋

ｃｏｓ２β２
ｍｒ２Υ

２∑
３

ｉ＝１
ｋｒｐｉｆ（Λｒｐｉ２）＋

ｃｏｓ２β２
ｍｐｉ２Υ

２ｋｒｐｉｆ（Λｒｐｉ２）＝

ｒｒ２Ｔｒ
Ｉｒ２ΔΥ

２ｃｏｓβ２。 （８）

式中：Λ，Λ·，Λ̈分别为齿轮副沿啮合线方向上的量纲为
一振动位移、速度和加速度。

ｆ（Λ）为量纲为一的含尺侧间隙碰撞位移分段函
数，即：

ｆ（Λ）＝
Λ－δ／２，　　Λ＞δ／２；
０，　　 －δ／２≤Λ≤δ／２；

Λ－δ／２，　　Λ＜－δ／２
{

。

（９）

２　系统分岔特性分析
阻尼比是齿轮系统中重要的动力学参数。为研究

阻尼比对星型人字齿轮系统分岔特性的影响，取不同

太阳轮转速下系统在阻尼比范围为０．０５～０．２０时振
动位移Λｓｐ１１的分岔过程。

图３为太阳轮转速为７０００ｒ／ｍｉｎ时系统的分岔
过程。系统首先经历混沌状态，随着阻尼比的增大系

统经历倒分岔从混沌进入倍周期，由倍周期进入二周

期，最后进入稳定的单周期运动。图４和图５为系统
在混沌状态和二周期状态下的相图和 Ｐｏｉｎｃａｒé截
面图。

图６为太阳轮转速为１００００ｒ／ｍｉｎ时系统的分岔
过程。系统首先经历混沌状态，随着阻尼比的增大系

统直接跳跃激变为二周期运动，再由倒分岔进入单周

期状态。图７和图８为系统在混沌状态和单周期状态
下的相图和Ｐｏｉｎｃａｒé截面图。

图９为太阳轮转速为１３０００ｒ／ｍｉｎ时系统的分岔
过程。系统首先经历混沌状态，随着阻尼比的增大系

统经历倒分岔从混沌进入四周期状态，再由四周期状

态进入二周期状态，最后进入稳定的单周期运动状态。

图１０和图１１为系统在混沌状态和四周期状态下的相
图和Ｐｏｉｎｃａｒé截面图。

图３　转速为７０００ｒ／ｍｉｎ时系统分岔过程

Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｏｆｓｙｓｔｅｍａｔ７０００ｒ／ｍｉｎ

图４　阻尼比为０．０６时系统混沌状态

Ｆｉｇｕｒｅ４　Ｃｈａｏｔｉｃｓｔａｔｅｏｆｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ

ｄａｍｐｉｎｇｒａｔｉｏａｔ０．０６

图５　阻尼比为０．１５时系统二周期状态

Ｆｉｇｕｒｅ５　Ｔｗｏｃｙｃｌｅｓｔａｔｅｏｆｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ

ｄａｍｐｉｎｇｒａｔｉｏａｔ０．１５
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图６　转速为１００００ｒ／ｍｉｎ时系统分岔过程

Ｆｉｇｕｒｅ６　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｏｆ

ｓｙｓｔｅｍａｔ１００００ｒ／ｍｉｎ

图７　阻尼比为０．０６时系统混沌状态

Ｆｉｇｕｒｅ７　Ｃｈａｏｔｉｃｓｔａｔｅｏｆｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ

ｄａｍｐｉｎｇｒａｔｉｏａｔ０．０６

图８　阻尼比为０．１８时系统单周期状态

Ｆｉｇｕｒｅ８　Ｏｎｅｃｙｃｌｅｓｔａｔｅｏｆｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ

ｄａｍｐｉｎｇｒａｔｉｏａｔ０．１８

图９　转速为１３０００ｒ／ｍｉｎ时系统分岔过程

Ｆｉｇｕｒｅ９　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｏｆｓｙｓｔｅｍ

ａｔ１３０００ｒ／ｍｉｎ

图１０　阻尼比为０．０６时系统混沌状态

Ｆｉｇｕｒｅ１１　Ｃｈａｏｔｉｃｓｔａｔｅｏｆｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ

ｄａｍｐｉｎｇｒａｔｉｏａｔ０．０６

图１１　阻尼比为０．１０系统四周期状态

Ｆｉｇｕｒｅ１１　Ｆｏｕｒｃｙｃｌｅｓｔａｔｅｏｆｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ

ｄａｍｐｉｎｇｒａｔｉｏａｔ０．１０
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　　由不同转速条件下系统随啮合阻尼比的分岔过程

及其在各种状态下的相位图和Ｐｏｉｎｃａｒé截面图可以发

现：在不同工况条件下系统随啮合阻尼比的增大，均由

复杂的混沌状态逐渐演变为了稳定的单周期运动状

态。因此星型人字齿轮系统在满足工况要求的前提

下，适当增大齿轮系统啮合阻尼比可以有效避开混沌

运动状态，减小振动响应，提高系统稳定性，起到减震

降噪的功效。

３　结语
课题组构建了星型人字齿轮传动系统纯扭转动力

学模型，对模型进行了消刚体位移和量纲一化，并利用

ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法对其进行了求解；通过系统在不同转速

条件下的分岔通道揭示了阻尼比对星型人字齿轮系统

分岔特性的影响，并通过相位图和 Ｐｏｉｎｃａｒé截面图分

析了系统在相空间状态下的动态轨迹行为。结果表

明：在不同转速工况下星型人字齿轮系统动力学行为

均随阻尼比的增大从最开始的混沌状态逐渐趋于稳

定。因此适当增大系统啮合阻尼比可以有效规避混沌

运动，起到减振降噪的作用。
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